Модуль 1. Линейная алгебра 

Практическое занятие 1. 
АЛГЕБРА МАТРИЦ. 
ВЫЧИСЛЕНИЕ ОПРЕДЕЛИТЕЛЕЙ.
ДЕТЕРМИНАНТЫ (ОПРЕДЕЛИТЕЛИ) КВАДРАТНЫХ МАТРИЦ. 

Методические указания. Использовать определения матрицы и определителя матрицы. 
При вычислении определителей помимо формул можно использовать и свойства определителей.


Определение. Матрицей размера mn называется прямоугольная таблица чисел, состоящая из m строк и n столбцов.
Числа стоящие в матрице называются ее элементами и обозначаются переменной (буквой) с двумя индексами, первый из которых равен номеру строки, а второй  номеру столбца в пересечении которых находится данный элемент. Элементы матрицы обычно обозначаются малыми буквами, а сами матрицы  соответствующими заглавными. Если матрица задаётся перечислением своих элементов, то таблица элементов заключается в круглые или квадратные скобки. 
Например, матрица A размера 23 записывается в виде: 





Эта матрица состоит из 6 элементов , где =1,2 – есть номер строки, =1,2,3 – номер столбца.
Матрицы используются в технических науках и в экономике для записи табличной информации. В программировании матрицы называются двумерными массивами.

Матрица у которой число строк равно числу столбцов называется квадратной, а число строк (столбцов) этой квадратной матрицы называется  ее порядком. Квадратная матрица  – го  порядка состоит из   n2  элементов.

Каждой квадратной матрице по определённому правилу сопоставляется число, которое называется определителем этой матрицы. Определитель, в отличие от матрицы обозначается вертикальными линиями:


Сформулируем правила вычисления определителей 1-го, 2-го, 3-го порядков.
Определение. Определителем  1-го порядка называется элемент этой матрицы. 
Например, если A=(5), то A=5.
Определение. Определителем 2-го порядка называется число 



Пример1:


Определение. Определителем  3-го порядка называется число



Это правило называется правилом треугольников (Саррюса). Для его запоминания используется следующая схематическая запись:

             
Например:


Определение: Транспонированной матрицей для матрицы A называется матрица AT, столбцами которой являются соответствующие строки матрицы A.

Диагональ, исходящая из левого верхнего угла матрицы, называется её главной диагональю. Транспонированная матрица AT симметрична  относительно главной диагонали.
Рассмотрим теперь свойства определителей, справедливые для определителей любого порядка. Для определённости будем их записывать для определителей 3-го порядка.
10. Определители квадратной матрицы A  и её транспонированной AT совпадают, т.е. |A|=|AT|. В более подробной записи это выглядит так:


Дальнейшие свойства определителей мы будем формулировать для его строк. Из первого свойства следует, что все они справедливы и для столбцов.
20. При перемене местами двух строк матрицы, её определитель меняет свой знак на противоположный.
Например:




В определителе поменяли местами вторую и третью строки.
30. Определитель матрицы с двумя одинаковыми строками равен 0.



В самом деле, при перемене местами этих строк, согласно свойству 2, определитель должен удовлетворять уравнению . Отсюда, , следовательно .

40. Если все элементы одной строки квадратной матрицы умножить на число , то её определитель умножится на это число.
Например: 




50. Если квадратная матрица содержит нулевую строку, то её определитель равен 0. 

Это свойство получается из предыдущего при  .
60. Если одна из строк определителя записывается в виде суммы двух строк, то определитель записывается в виде суммы двух определителей у которых на месте этой строки стоят соответственно первые и вторые слагаемые. Остальные соответствующие строки всех трёх определителей равны.   
Например: 





70. Если к одной строке матрицы прибавить другую её строку, умноженную на число , то определитель матрицы при этом не изменится.
Например: 






Пример 2. Найти алгебраические дополнения элементов следующих элементов :

Пусть , тогда алгебраические дополнения вычисляются по формуле:

,


.
Пример 3.

Найдём определитель матрицы , разложив его по элементам первой строки.


Пример 4.
2. Вычислить определитель n-го порядка:
а) приведя к треугольному виду.

б) разложив по элементам какой-либо строки или столбца, по свойству определителей, получим   нулей в взятой строке или столбце.
Решение: 





 а)  ===


б) 


Т.о. получили одно и тоже значение определителя.

Пример 5. 

Вычислить определитель: .
Хотя теорему о разложении можно применять к любой строке или столбцу данной матрицы, меньше вычислений получится при разложении по столбцу, содержащему как можно больше нулей.

Поскольку у матрицы  нет нулевых элементов, то получим их с помощью свойства 7). Умножим первую строку последовательно на числа (–5),  (–3) и (–2) и прибавим её ко 2-ой, 3-ей и 4-ой строкам и получим:

.
Разложим получившийся определитель по первому столбцу и получим:


 (вынесем из 1-ой строки (–4), из 2-ой — (–2), из 3-ей — (–1) согласно свойству 4)  
(так как определитель содержит два одинаковых столбца).
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